UNIDAD IV. LEYES DE SENOS Y COSENOS.

OBJETIVO. El estudiante resolvera problemas leyes de senos y cosenos, tedricos o
practicos de distintos dmbitos, mediante la aplicacion las leyes y propiedades de Senos y
Cosenos apoyado en un analisis critico y reflexivo para la solucion de triangulos
oblicuangulos, en un ambiente escolar que favorezca el desarrolld de actitudes de
responsabilidad, cooperacion, iniciativa y colaboracién hacia el entorno en el que se
desenvuelve.

4.1 Leyes de Senos y Cosenos.

4.1.1 Ley de Senos.

4.1.2 Ley de Cosenos.

4.1.3. Resolucién de triangulos oblicuangulos.

4.1.4. Aplicaciones practicas.

INTRODUCCION. En la tercera unidad ya trabajaste en resolucion de triangulos
rectangulo en donde para ello utilizaste herramientas como el Teorema de Pitadgoras y las
Funciones Trigonométricas. Para el caso de triangulos que no sean rectangulos, tales como
los oblicuangulos, se requiere del uso de otros métodos distintos; En esta unidad
cubriremos dos métodos para el andlisis de estos triangulos oblicuangulo, La Ley de los
Senos y La ley de los cosenos. Verds también que estos métodos también se pueden aplicar
para la resolucion de triangulos rectangulos.



LEY DE SENOS.

En la figura se presenta un triangulo
oblicuangulo de lados a, b y c; Ninguno de los
angulos (a, B, v) de este triangulo es de 90°, por
eso es llamado oblicuangulo.

En todo tridngulo, la medida de sus lados y sus
angulos estan ligados, relacionados, por un
proporciéon, que queda manifestada por la
igualdad siguiente, llamada Triple Igualdad:

a b ¢
sen(«x) - sen(f) - sen(y)

Observa que cada cociente se compone de “un
lado y su &ngulo opuesto”. Esta expresion
indica que, la division entre un lado y el angulo
opuesto a éste es la misma para cada uno de los
tres casos del tridngulo.

Ejemplo. En un triangulo equilatero cuyos lados
miden 4 unidades, todos sus angulos son iguales
a 60°. De acuerdo a la ley de senos, no hay
ninguna duda que se cumple para nuestro
triangulo equilatero:

a=4  b=4  c=4
sen(60°)  sen(60°)  sen(60°)
4 4 4

0.866 0.866 0.866




NOTA. Veamos como esta ley de senos puede extenderse para aplicarse en la resolucion de
tridngulos rectangulos. Para ello tomemos como ejemplo el caso del tridngulo equilétero
anterior; observemos el siguiente cuadro.

Ejemplo. Si en el tridangulo equilatero
anterior trazamos una linea (la punteada) que
lo parta en dos partes iguales, obtendriamos
el tridngulo rectangulo que se muestra en la
figura. Apliquemos la ley de senos para
encontrar el valor que tomaria la altura de
este triangulo, el lado b’; asi mostrariamos
que la ley de senos se extiende para
triangulos rectangulos. Se debe cumplir la
igualdad siguiente:

APLICANDO EL TEOREMA DE PITAGORAS

2 b'=(4)(0.866) L -
sen(30°)  sen(60) 47=2"+()
) b' Entonces el valor | (b')> =4 -2°
— = de la altura es:
0.5 0.866 b= 3 464 b'=-/12
b' ' Asi, tenemos que: b'=3.464 Vemos
4= 0.866 que el resultado de ambos métodos
' coincide.

Ejemplo. Apliquemos el método para la resolucion del triangulo siguiente:

Puedes en tu cuaderno trazar una linea de Scm.
Del inicio de ésta, y a 45°, traza otra linea que
le llamaremos C. En su otro extremo y a 120°
traza la linea b que quedara desconocida en su
magnitud. Estas lineas se cruzaran en un punto
que representaremos como A.

El 4ngulo en este vértice A, se puede calcular
aplicando el hecho que la suma de los dngulos
en un tridngulo es de 180°:
A+45°+120°=180°

aplicando la le o=
A=180°—45°—120°=15° > © g 5
de senos: ) ) )
b c Aplicando el mismo método, te pedimos

o o que determines el valor que tendr el
sen(45%)  sen(120°) y entonces | lado ¢y con ello quede resuelto el
p - (12)(send5%) _ (12)(0..7071) _ triangulo.

sen120° (0.866)

tenemos que: b =9.79




IMPORTANTE. La formula de la ley de senos nos permite ver un resultado importante,
que te presentamos con la siguiente frase: “A un angulo mayor se le antepone un lado
mayor”. En los ejemplos anteriores puede ver que el mayor de los angulos, en cada caso,
tiene frente a ¢l al mayor lado. En el altimo ejemplo el mayor dngulo es 120° y frente a ¢l
tiene al lado ¢, que es el mayor de los lados. De la misma manera en el ejemplo, del
tridngulo rectangulo, el mayor lado es ¢ = 4 y esta frente al angulo de 90° que es el mayor
de los angulos de ese triangulo. Esta propiedad de los triangulos es importante que la tengas
en cuenta para que, al momento de resolver triangulos, esperes resultados adecuados; sin
duda esto te dard mas idea sobre si lo que estas haciendo es correcto.

Ejemplo. Encontrar los elementos que hacen falta conocer en el siguiente triangulo

oblicuangulo.

Importante. Para darle solucion
deberas observar el tridngulo y
encontrar una pareja “lado y
angulo que sean opuestos”. De
aqui puedes partir para involucrar
a otro elemento y con ello
encontrar su “pareja opuesta”.

Es el caso del lado a y el angulo
de 45° que son opuestos.
Involucremos con ellos al lado b:

8 6
sen(45°)  sne(B)
Despejando tenemos la expresion:
sen(B) = 6sen(45°) _ (6)(0.7071)
8 8
Ejecutando  las  operaciones
tenemos: sen(B) =0.5303 y

aplicando el inverso:
B =sen'(0.5303) y finalmente,

utilizando tu calculadora:
B =32.02°

b=6

RETO. Te invitamos a que siguas la técnica y encuentres
el valor de la pareja “lado ¢ y angulo C”.




LEYES DE COSENOS.

INTRODUCCION. Esta ley te la presentamos como una herramienta para la resolucién de
tridngulos oblicuangulos. Es una forma alterna, en ocasiones, para resolver un triangulo en
lugar de la ley de senos; verds que en algunas ocasiones es la unica manera de abordar el
problema de encontrar los valores desconocidos de un tridngulo oblicuangulo.

En esta ocasion cambiaremos la manera de presentar las cosas y haremos primero un
analisis para descomponer este tridangulo oblicudngulo en un par de tridngulos rectangulos y
al aplicar consecutivamente el teorema de Pitagoras podremos conocer la formula que nos

representa a la ley de cosenos.

Andlisis. En la figura tenemos un
triangulo oblicuangulo de lados a, by cy
un angulo O conocido. Si trazamos la
altura del triangulo lo dividiremos en dos
tridngulos rectangulos, uno de base p y el
otro de base c-p. Esté altura h la podemos
calcular, con el teorema de Pitdgoras,
aplicandolo el teorema a los dos tridngulos
rectangulos:
e Aplicando el teorema al triangulo
derecho:
h2 :aZ —(C— p)Z
h*>=a’—-(c*> -2cp+p?)
h*>=a®>-c*+2cp-p°’
e Aplicando el teorema al triangulo
izquierdo:
h2 — b2 _ p2
Igualando estas dos formulas de la altura
tenemos:
b*>—-p>=a’-c’>+2cp-p’
Simplificando la ecuacion tenemos:
b>=a*>-c’>+2cp y, revisando el
triangulo de la izquierda, podemos ver la
relacion siguiente: p=Dbcos(d) que
sustituyéndola en la ultima ecuacion
tenemos finalmente la expresion que
representa :
La Ley de Cosenos
b*> =a® —c? +(2ch)cos(9)

La Ley de Cosenos
b> =a® —c* +(2ch)cos(9)

¢

Tenemos aqui un triangulo oblicuangulo y la
formula de la ley de cosenos. Si la despejamos
de la siguiente manera:

b® +¢* —2cbcos(d) = a’
tendriamos una expresion que nos permitiria
conocer a un lado desconocido a cuando
tengamos conocidos los lados b y c y el
angulo 0 formado por estos lados.




Nota. La formula de la ley de cosenos tiene variantes y
hizo en esta ocasion
variantes:

, bajo analisis semejante al que se

se pueden obtener estas variantes; presentamos enseguida estas

Incluimos la ecuacion ya obtenida.
a’ =b” +c? —2chcos(0)
b*> =a’ + ¢ —2accos(pf)
¢’ =a’+b>—2abcos(y)
IMPORTANTE.
Observa que en cada caso, si deseas conocer un lado
tendrds que conocer los otros dos lados y el angulo

formado por estos ultimos (por supuesto este angulo
queda opuesto al lado desconocido).

IMPORTANTE. Si tienes los
tres lados conocidos, incluso con
ningin angulo conocido, podras
encontrar el dngulo deseado
usando la formula adecuada,
simplemente despejando.
Ejemplo.

b’ +c’—-a’

cos(0) = b

Ejemplo. Determina la magnitud del angulo B en el tridngulo oblicuangulo siguiente:

B

Dado que queremos encontrar B,
observamos en las ecuaciones de esta
ley, que el lado opuesto b, determina
la formula que se debe usar, es decir
la segunda ecuacion:

b> =a* +c¢* —2accos(B) y A
despajandola tenemos:
2 2 K2
cos(B) = w
2ac

y haciendo las sustituciones tenemos:

2 2 2
cos(B) = (11.5)° +(15)° —(10)

2(11.5)(15)
cos(B) = 132.25+225-100 _ 0.7456

345
Aplicando funciones inversas en tu
calculadora tenemos:
B =cos'(0.7456) y por tanto el

angulo buscado es:
B=41.78°

C
b
a=11.5
b=10
c=15




Ejercicios. Tomando como base la figura del ejemplo, tnicamente la figura, resuelve los
siguientes triangulos.

1) Siendo a=74.56,b =75y c =50, encuentra la suma de los dngulos A y C.

a) 39.10°
b) 70.97°
¢) 110.67°
d) 69.93°

2) Siconocemos a=33,b=21yC=281° determina el valor del angulo B.

a) 55.08°
b) 99°

c) 34.92°
d) 64.08°

3) El paralelogramo siguiente mide 20cm y 30cm. Si uno de sus angulos mide 79°, ver
la figura, determina la magnitud de la diagonal.

Soluciones posibles:
a) 32.72
b) 2.75
c) 37.54
d) 48.93

20cm B

4) En cada uno de los ejercicios anteriores busca la posibilidad de resolver cada uno
de los ejemplos por las dos leyes, la de Senos y la de Cosenos.




